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Niniejsza ksi��ka powstała po dokonaniu wnikliwej analizy tego, co w kontek�cie egzaminu maturalnego z matematyki 

dla ucznia i nauczyciela jest najwa�niejsze, czyli wymaga� szczegółowych z podstawy programowej dla liceum  

ogólnokształc�cego i technikum oraz wymaga� szczegółowych z podstawy programowej dla szkoły podstawowej.  

Zbiór zada� wydany został w dwóch tomach. Ka�dy z rozdziałów 1. − 6. w tomie II składa si� z trzech cz��ci: 

1. CZ��� TEORETYCZNA zawiera niektóre definicje oraz wszystkie te wzory i twierdzenia, które mog� by� przy-

datne przy rozwi�zywaniu zada� maturalnych. Niektóre definicje i twierdzenia zostały opatrzone przykładami. 

2. ZADANIA WPROWADZAJ�CE to seria starannie dobranych prostych rachunkowo zada�, odnosz�cych si� do 

poszczególnych szczegółowych wymaga� egzaminacyjnych.

Analiza tych zada� da uczniowi pewno��, �e nie pomin�ł w przygotowaniach do matury �adnego zagad-

nienia, które mo�e pojawi� si� na egzaminie maturalnym. 

Aby ułatwi� maturzy�cie samodzielne przygotowanie do egzaminu, do wi�kszo�ci zada� wprowadzaj�cych  

podano rozwi�zania lub wskazówki.

 Powa�ne podej�cie do zada� z tej cz��ci rozdziału jest podstaw�, a zarazem gwarancj� sukcesu na egza-

minie maturalnym. 

3. ZADANIA MATURALNE to zadania otwarte o zró�nicowanej skali trudno�ci. Zadania otwarte to forma zada�, 

której maturzysta powinien po�wi�ci� najwi�cej uwagi. Przykłady innych zada� zamieszczono w rozdziale 7. 

 Aby ułatwi� korzystanie ze zbioru, ta cz��� rozdziału została podzielona na podrozdziały i sekcje.

Cech� charakterystyczn� zbioru jest taki układ zada�, który od ucznia rozwi�zuj�cego zadania z danego 

działu nie wymaga znajomo�ci zagadnie� z działów nast�pnych. Jest to du�e udogodnienie, szczególnie dla 

tych maturzystów, którzy maj� powa�ne braki w wymaganej wiedzy. 

Mamy nadziej�, �e pozycja ta zainteresuje równie� tych uczniów klas niematuralnych, którzy ju� my�l� o egzaminie 

maturalnym z matematyki. 

Informujemy, �e w tomie I ksi��ki znalazły si� rozdziały: 

1. Wyra�enia algebraiczne. Równania i nierówno�ci algebraiczne. 7. Funkcje wymierne

2. Liczby rzeczywiste 8. Funkcja wykładnicza

3. Funkcje 9. Funkcja logarytmiczna

4. Funkcja liniowa 10. Trygonometria

5. Funkcja kwadratowa 11. Ci�gi

6. Wielomiany 12. Poziom podstawowy - dodatek

13. Odpowiedzi, wskazówki i rozwi�zania



PRZYJ�TE W KSI��CE OZNACZENIA 

Oznaczenia w cz��ci teoretycznej:

���� − wiedza teoretyczna obowi�zuj�ca na obu poziomach 

���� − wiedza teoretyczna obowi�zuj�ca tylko na poziomie rozszerzonym 

Oznaczenia szczegółowych wymaga� egzaminacyjnych: 

(P) − wymaganie szczegółowe zawarte w podstawie programowej dla szkoły podstawowej 

(A) − wymaganie szczegółowe dodane przez autora 

wymaganie szczegółowe bez oznacze� − wymaganie zawarte w podstawie programowej dla LO i technikum 

Wymagania szczegółowe odnosz�ce si� do poziomu rozszerzonego wyró�nione zostały wytłuszczon� czcionk� w 

kolorze czerwonym. 

Oznaczenia przy zadaniach:

W − do zadania podano wskazówk�

R − do zadania podano rozwi�zanie

* − zadanie o podwy�szonej skali trudno�ci

Zadania i podpunkty zada� przeznaczonych dla zdaj�cych matematyk� tak�e na poziomie rozszerzonym wyró�nione 

zostały kolorem czerwonym.  

Np. 599.* R  −  trudne zadanie dla poziomu rozszerzonego z rozwi�zaniem. 

NIEKTÓRE SYMBOLE (OZNACZENIA) MATEMATYCZNE

Symbol (oznaczenie) Czytamy 

x ∈ A element x nale�y do zbioru A

x ∉ A element x nie nale�y do zbioru A

∧ i 

∨ lub 

⇔ wtedy i tylko wtedy, gdy 

A ∪ B suma zbiorów A i B

A ∩ B cz��� wspólna (iloczyn) zbiorów A i B

A − B  lub A \ B  ró�nica zbiorów A i B

(a; b) przedział otwarty o ko�cach a i b

[a; b]  lub �a; b� przedział domkni�ty o ko�cach a i b

f : A → B 
funkcja f  ze zbioru A w zbiór B (czyli funkcja, której dziedzin� jest zbiór A, a warto�ci 

nale�� do zbioru B) 



2.  GEOMETRIA ANALITYCZNA

CZ��� TEORETYCZNA

U W A G A.  W poni�szych wzorach przyjmujemy, �e   •  A = (xA, yA)  i  B = (xB, yB);        •  v
�

= [vX, vY]  i u
�

= [uX, uY]. 

WEKTORY

����   Wspó�rz�dne wektora :AB   AB = [xB − xA, yB − yA ].

����   Równo�� wektorów v
�

 i :u
�

    v
�

= u
�

 wtedy i tylko wtedy, gdy  vX  = uX  i  vY = uY. 

����   D�ugo�� wektora :v
�

    .|| 22
YX vvv +=

�

����   Mno�enie wektora v
�

przez liczb� k

•  analitycznie:      k ⋅ v
�

= [k ⋅ vX, k ⋅ vY ]. 

•  geometrycznie:  iloczynem niezerowego wektora v
�

 przez liczb� k ≠ 0  nazywamy wektor w
�

 spe�niaj�cy warunki   

 1. |||||| vkw
��

⋅=

2.  je�eli k > 0, to zwrot wektora w
�

 jest zgodny ze zwrotem wektora ,v
�

     je�eli k < 0, to zwrot wektora w
�

 jest przeciwny do zwrotu wektora .v
�

����   Dodawanie wektorów v
�

 i u
�

•  analitycznie:      v
�

+ u
�

= [vX + uX, vY + uY]. 

•  geometrycznie:   konstrukcja sumy wektorów v
�

 i u
�

  (rysunek obok) 

ODCINEK

����   D�ugo�� odcinka AB:  .)()( 22
ABAB yyxxAB −+−=

����   Wspó�rz�dne �rodka S = (xS, yS)  odcinka AB:  .
2

,
2

BA
S

BA
S

yy
y

xx
x

+
=

+
=   

RÓWNANIE PROSTEJ PRZECHODZ�CEJ PRZEZ DANE PUNKTY A ORAZ B

����   Je�eli xB ≠ xA, to prosta przechodz�ca przez punkty A i B okre�lona jest wzorem y − yA = a(x − xA), gdzie a = .
AB

AB

xx

yy

−

−

RÓWNANIE KIERUNKOWE PROSTEJ: y = ax + b

����   Je�li prosta  y = ax + b  jest nachylona do osi Ox pod k�tem α,  to tgα = a.

����  Proste o równaniach y = ax + b i y = cx + d s� równoleg�e wtedy i tylko,  gdy ich wspó�czynniki kierunkowe s� równe, 

czyli wtedy, gdy a = c.

����   Proste o równaniach y = ax + b i y = cx + d s� prostopad�e wtedy i tylko wtedy, gdy iloczyn ich wspó�czynników kierun-

kowych równy jest −1, czyli wtedy, gdy c = .1
a−

POSTA� OGÓLNA RÓWNANIA PROSTEJ: Ax + By + C = 0

����   Je�eli B ≠ 0,  to równanie Ax + By + C = 0  mo�na sprowadzi� do postaci kierunkowej.  

����  Ka�d� prost� mo�na opisa� za pomoc� równania 

ogólnego, w szczególno�ci równanie x + C = 0 jest 

równaniem prostej równoleg�ej do osi OY. 

Np.  aby sprowadzi� równanie 3x + 5y − 10 = 0  do postaci kierunkowej, przenosimy (zmieniaj�c znak) sk�adniki 3x  oraz −−−−10

na drug� stron� równania:   5y = −−−−3x + 10,   a nast�pnie obie strony otrzymanego równania dzielimy przez 5:   y = .2
5
3

+− x

Np.  prosta o równaniu  x + 5 = 0, czyli prosta o równaniu x = −5, 

jest równoleg�a do osi OY i przecina o� OX w punkcie 

o wspó�rz�dnych  (−5, 0).  

w
�

v
�

u
�

wektor w
�

jest sum� wektorów v
�

i u
�
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���� Proste o równaniach A1x + B1y + C1 = 0  i  A2x + B2y + C2 = 0  s� równoleg�e, gdy A1B2 − A2B1 = 0,
w szczególno�ci dla dowolnej liczby D prosta Ax + By + D = 0 jest równoleg�a do prostej Ax + By + C = 0. 

���� Proste o równaniach A1x + B1y + C1 = 0  i  A2x + B2y + C2 = 0  s� prostopad�e, gdy A1A2 + B1B2 = 0,
w szczególno�ci dla dowolnej liczby D prosta Bx − Ay + D = 0 (a tak�e prosta   

−Bx + Ay + D = 0)  jest prostopad�a do pro-

stej Ax + By + C = 0. 

PROSTA PROSTOPAD�A DO WEKTORA

����   Dla dowolnej liczby C prosta Ax + By + C = 0  jest prostopad�a do wektora w
�

= [A, B]. 

ODLEG�O�� PUNKTU OD PROSTEJ

����   Odleg�o�� d  punktu P = (xP, yP) od prostej Ax + By + C = 0  wyra�a si� wzorem  .
22 BA

CByAx PP
d

+

++
=

RÓWNANIE OKR�GU

����   Równanie okr�gu o �rodku S = (a, b)  i promieniu r:  (x − a)2
+ (y − b)2

= r2.  

POLE TRÓJK�TA

����   |
2
1

⋅=P vX uY  − vY uX |. 

ZADANIA WPROWADZAJ�CE

Maturzysta 
•   pos�uguje si� równaniami prostych na p�aszczy�nie w postaci kierunkowej i ogólnej

•   rozpoznaje wzajemne po�o�enie prostych na p�aszczy�nie na podstawie ich równa�, w tym znajduje wspólny punkt 
dwóch prostych, je�li taki istnieje 

2.1 Dane równanie prostej zapisz w postaci ogólnej i (o ile to mo�liwe) w postaci kierunkowej 

a)  4x = 2y + 5; b)  12y = 72; c)  7x = 8. 

2.2 Równanie y = 0,25x − 1,5  zapisz w postaci Ax + By + C = 0  tak, aby 

a) R wspó�czynnik A by� równy 3,  b) R wspó�czynnik B by� równy 2,  c)  wspó�czynnik C by� równy −6. 

2.3  Ustal, czy dane równania opisuj� par� prostych równoleg�ych.  

a) R y = 7x + 5  i  y = −7x + 5; b)  y = −7x − 5  i  y = −7x + 5; c) R y = −0,25  i  y = 4 

d)  x − 4 = 0  i  x = −2; e) R −4x + 6y + 1 = 0  i  6x − 9y + 3 = 0.   

2.4  Ustal, czy dane równania opisuj� par� prostych prostopad�ych. 

a) R y = 5x + 4  i  y = 0,2x + 4; b)  y = −0,25x  i  y = 4x + 1; c)  y = 4  i  x = −2; 

d) R y = x)21( − i  y = ;)21( x+ e) R 4x − 6y + 1 = 0  i  9x + 6y + 3 = 0.

2.5 R Wyznacz wspó�rz�dne punktów wspólnych prostych o równaniach  

 a)  y = 2x + 4  i  y = −x + 7; b)  y = 4x − 3  i  y = 4x + 2; 

 c)  x = −2  i  y = −5; d)  4x + 2y − 1 = 0  i  12x = 3 − 6y. 

Maturzysta 
•  wyznacza równanie prostej o zadanych w�asno�ciach  (takich jak na przyk�ad przechodzenie przez dwa dane punkty,

znany wspó�czynnik kierunkowy,  równoleg�o�� lub prostopad�o�� do innej prostej) 

2.6 R Znajd� równanie prostej przechodz�cej przez punkty A i B, je�eli 

a)  A = (0, 0),  B = (1, 2); b)  A = (−1, −4),  B = (1, 2); c)  A = (−4, 2),  B = (1, 2); 

d)  A = (1, −4),  B = (1, 2). 

v
�

u
�
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2.7 W Zbadaj, czy punkty A, B, C  s� wspó�liniowe, je�li    

a)  A = (−4, −6),  B = (−1, 2),  C = (5, 6);                b)  A = (−5, −2),  B = (2, −1),  C = (8, 0).    

2.8 R  Wyznacz równanie prostej równoleg�ej do prostej k  i przechodz�cej przez punkt P = (2, 4),  je�eli prosta k okre-

�lona jest równaniem  

a)  y = 3x − 5; b)  y = −2; c)  x = −2; d)  2x + 3y + 7 = 0. 

2.9 R  Wyznacz równanie prostej prostopad�ej do prostej k  i przechodz�cej przez punkt P = (2, 4),  je�eli prosta k

okre�lona jest równaniem  

a)  y = 3x − 5; b)  y = −2; c)  x = −2; d)  2x + 3y + 7 = 0. 

2.10  Wyznacz równanie prostej nachylonej do osi Ox pod k�tem o mierze α i przechodz�cej przez punkt P = (2, 4),

je�eli 

a) R α = 60°; b)  α = 45°; c)  α = 135°. 

Maturzysta 
•   oblicza odleg�o�� dwóch punktów w uk�adzie wspó�rz�dnych

•   oblicza odleg�o�� punktu od prostej  (A)  

2.11 Oblicz d�ugo�� odcinka AB, je�eli 

a) R A = (−3, 4)  i  B = (0, 0); b)  A = (−2, −1)  i  B = (10, 4).    

2.12 R  Oblicz odleg�o�� punktu A = (−2, −1) od prostej o równaniu 

a) y = −0,5x + 3;   b) y = 4. 

2.13 W  Punkty A = (1, −2), B = (4, 1), C = (3, 4) s� wierzcho�kami trójk�ta ABC. Oblicz d�ugo�� wysoko�ci tego trój-

k�ta poprowadzonej z wierzcho�ka C. 

Maturzysta 
•   zna poj�cie wektora i oblicza jego wspó�rz�dne oraz d�ugo��, dodaje wektory i mno�y wektor przez liczb�, oba 

te dzia�ania wykonuje zarówno analitycznie, jak i geometrycznie

2.14 Dane s� wektory u
�

= [−3, −2]  i  w
�

= [−1, 4].  Oblicz wspó�rz�dne wektora ,v
�

 je�li 

a) R v
�

= u
�

+ ;w
�

              b)  v
�

= ;u
�

−                c) R v
�

= ;5w
�

              d)  v
�

= w
�

3 − ;4u
�

           e)  v
�

= u
�

(2 − )3w
�

− .u
�

2.15 Dane s� punkty A = (1, 3),  B = (3, 7)  i  C = (5, 8). 

a)  R Oblicz wspó�rz�dne wektorów AB i .BA

b)  R Oblicz d�ugo�� wektora .AB

c)  R Znajd� taki punkt D, aby wektory AB  i CD  by�y równe. 

d)  Znajd� taki punkt E, aby czworok�t ACBE by� równoleg�obokiem. 

e)  R Podaj wspó�rz�dne wektora, który jest sum� wektorów AH i HB , gdzie H  jest �rodkiem wysoko�ci trój-

k�ta ABC  poprowadzonej z wierzcho�ka C. 

2.16 Punkty A, B, C, D s� kolejnymi wierzcho�kami równoleg�oboku. Zapisz wektory AD  i AB   za pomoc� wekto-

rów AC  i .BD

2.17 R Dwa punkty dziel� odcinek o ko�cach A = (17, 31)  i  B = (53, 58) na trzy równe cz��ci. Znajd� wspó�rz�dne 

tych punktów. 

2.18 Dane s� wektory u
�

= [3, 5]  i  v
�

= [−2, 6].  Wyznacz takie liczby a i b,  aby ua
�

⋅ + vb
�

⋅ = [10, 5].
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Maturzysta 
•   znajduje �rodek odcinka, którego ko�ce maj� dane wspó�rz�dne (ca�kowite lub wymierne) oraz znajduje wspó�rz�dne 

drugiego ko�ca odcinka, gdy dany jest jeden koniec i �rodek  (P)

2.19 R Dane s� punkty A = (1, 3)  i  B = (3, 7). 

a)  Oblicz wspó�rz�dne �rodka odcinka AB. 

b)  Wyznacz wspó�rz�dne takiego punktu K,  aby punkt B  by� �rodkiem odcinka AK.  

c)  Znajd� równanie symetralnej odcinka AB.   

2.20 W Punkt A = (−1, 5)  jest wierzcho�kiem trójk�ta ABC,  którego �rodkowe przecinaj� si� w punkcie S = (7, 12).

Wyznacz wspó�rz�dne �rodka boku BC. 

Maturzysta 
•   pos�uguje si� równaniem okr�gu (x − a)

2
+ (x − b)

2
= r

2

•   wyznacza równanie prostej stycznej do zadanego okr�gu  

2.21 R Zapisz równanie okr�gu, którego �rodkiem jest punkt S, a promie� ma d�ugo�� r, je�eli 

a)  S = (0, 3), r = 5; b) S = (2, −1), r = 2. 

2.22 Podaj d�ugo�� promienia i wspó�rz�dne �rodka okr�gu o równaniu 

a)  (x − 7)
2
 + (y − 8)

2
 = 3

2
; b)  x2

 + y
2
 = 4; c)  (x − 4)

2
 + (y + 1)

2
 = 5. 

2.23 R Dany jest okr�g o równaniu (x + 2)
2

+ (y + 5)
2

= 13  oraz punkty P = (1, −3) i Q = (−4, −9).  

a)  Sprawd�, czy punkty P, Q  nale�� do danego okr�gu.

b)  Znajd� równanie prostej k  stycznej do danego okr�gu i przechodz�cego przez punkt P. 

c)  Znajd� równanie okr�gu o �rodku w punkcie P  i przechodz�cego przez punkt Q.  

2.24 W Prosta o równaniu y = −x + 3  jest styczna do okr�gu o �rodku w punkcie S = (4, 5). Znajd� równanie tego okr�gu. 

2.25 Znajd� równanie stycznej do okr�gu o równaniu x
2
 + y

2
 = 5 

a)  R przechodz�cej przez punkt B = (0, 5); 

b)  R równoleg�ej do prostej o równaniu 2x − y = 0; 

c)  prostopad�ej do prostej o równaniu 2x − y = 0. 

2.26 Okre�l wzajemne po�o�enie okr�gów o równaniach 

a)  R (x − 1)
2

+ (y − 1)
2

= 16   i   (x − 4)
2

+ y
2

= 1; b)  R (x − 2)22 + y
2

= 128   i   x
2

+ y
2

= 200; 

c)  (x − 1)
2

+ (y − 1)
2

= 16   i   (x + 1)
2

+ (y + 1)
2

= 10. 

Maturzysta 

• rozwi�zuje uk�ady równa� liniowych i kwadratowych z dwiema niewiadomymi, które mo�na sprowadzi� do 

równania kwadratowego lub liniowego, a które nie s� trudniejsze ni�
��

�
�
�

=+++

=+++

feydxyx

cbyaxyx
22

22

. 

•  znajduje punkty wspólne prostej i okr�gu 

•  znajduje punkty wspólne dwóch okr�gów

2.27 R Rozwi�� uk�ad równa� .
07

453
22

22

�
�
�

=−++

=+−+

yxyx

yxyx

2.28 R Wyznacz wspó�rz�dne punktów wspólnych okr�gu o równaniu (x − 1,5)
2

+ (y + 2,5)
2 

= 12,5 

a)  i prostej o równaniu  x + 2y − 4 = 0; b)  i osi uk�adu wspó�rz�dnych. 
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2.29 W Wyznacz wspó�rz�dne punktów wspólnych okr�gu o równaniu x
2

+ y
2 

= 25  i okr�gu o równaniu 

a) x
2

+ (y − 1)
2 

= 18; b)  (x + 12)
2

+ (y + 5)
2 

= 64. 

2.30 R Wyznacz te warto�ci parametru m, dla których prosta o równaniu 4x + 3y + m = 0 ma z okr�giem o równa-

niu (x − 2)
2

+ (y + 5)
2

= 9  dwa punkty wspólne. 

2.31 Wyznacz te warto�ci parametru m, dla których uk�ad równa�
�
�
�

=+−

=−+

myx

yx

4)2(

4)2(
22

22

 ma jedno rozwi�zanie. 

Maturzysta 
•   wyznacza obrazy okr�gów i wielok�tów w symetriach osiowych wzgl�dem osi uk�adu wspó�rz�dnych, symetrii 

�rodkowej (o �rodku w pocz�tku uk�adu wspó�rz�dnych)

2.32 Podaj wspó�rz�dne punktu, który jest obrazem punktu P = (3, −2)

a)  w symetrii osiowej wzgl�dem osi OY ;

b)  w symetrii osiowej wzgl�dem osi OX ;

c)  w symetrii �rodkowej wzgl�dem pocz�tku uk�adu wspó�rz�dnych. 

2.33 W Podaj równanie okr�gu, który jest obrazem okr�gu o równaniu (x + 4)
2
 + (y − 2)

2
 = 5

a)  w symetrii osiowej wzgl�dem osi OY ;

b)  w symetrii osiowej wzgl�dem osi OX ;

c)  w symetrii �rodkowej wzgl�dem pocz�tku uk�adu wspó�rz�dnych.  

2.34 W Znajd� równanie prostej k,  która jest obrazem prostej o równaniu y = 2x − 5   

a)  w symetrii osiowej wzgl�dem osi OY ;

b)  w symetrii osiowej wzgl�dem osi OX ;

c)  w symetrii �rodkowej wzgl�dem pocz�tku uk�adu wspó�rz�dnych. 

ZADANIA MATURALNE 

PROSTA

202. Dane s� punkty: A = (−3, −2), B = (1, 2), C = (3, −2).  Znajd� równanie prostej równoleg�ej do prostej AB

i przechodz�cej przez punkt C. 
Egzamin wst�pny do szkó! �rednich w woj. pozna�skim w roku 1993

203. W Sprawd�, czy punkt P = (5, −2) nale�y do symetralnej odcinka o ko�cach A = (1, 5) i B = (−3, −1). 

204. Prosta o równaniu y = 3x + 5  przecina o� Oy w punkcie A, prosta o równaniu y =
3

10
9
2

−x przecina o� Ox

w punkcie B,  a obie proste przecinaj� si� w punkcie C.  

a)  Znajd� wspó�rz�dne punktów A, B i C. b) W  Uzasadnij, �e odcinki AB i AC s� prostopad�e. 

205. Prosta k o równaniu y = 6
3
3

+x  jest nachylona do osi Ox  pod k�tem α. Prosta l  przechodzi przez punkt 

A = ,32( 5) i jest nachylona do osi Ox  pod k�tem 2α. Znajd� równanie prostej l.

206. Dane s� proste o równaniach x − y = 0, 3x − y − 8 = 0,  2x + y − 12 = 0. Uzasadnij, �e istnieje taki 

punkt P,  który nale�y do ka�dej z danych prostych. 
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314. R Podstaw� graniastos!upa prostego jest równoleg!obok o obwodzie 18. Przek�tne graniastos!upa maj�

d!ugo�ci  9  i ,33  a kraw�d� boczna 4.  Oblicz obj�to�� tego graniastos!upa. 

315. Podstaw� graniastos!upa prostego jest równoleg!obok o k�cie ostrym α. Przek�t-
ne graniastos!upa s� nachylone do p!aszczyzny podstawy pod k�tami β i γ ( β < γ ), 

a wysoko�� graniastos!upa ma d!ugo�� H.  Wyznacz obj�to�� tego graniastos!upa. 

316.  Dany jest graniastos!up prosty ABCDEFGH o podstawie prostok�tnej 

ABCD. Przek�tne AH i AF �cian bocznych tworz� k�t ostry o mierze α

takiej, �e sinα =
13
12  (zobacz rysunek). Pole trójk�ta AFH jest równe 

26,4.  Oblicz wysoko�� h  tego graniastos!upa. 

CKE, matura − poziom rozszerzony, maj 2022

317.* R Podstaw� graniastos!upa prostego jest romb o k�cie ostrym α. Krótsza przek�tna graniastos!upa ma 

d!ugo�� d i tworzy ze �cian� boczn� k�t β.  Wyznacz obj�to�� tego graniastos!upa. 

 OSTROS!UPY

 ostros"up prawid"owy czworok�tny

318. Pole powierzchni bocznej ostros!upa prawid!owego czworok�tnego jest równe 544 cm
2
, a pole  

powierzchni ca!kowitej 800 cm
2
.  Oblicz obj�to�� tego ostros!upa.

Egzamin wst�pny do szkó! �rednich w woj. siedleckim w roku 1993

319. Wysoko�� ostros!upa prawid!owego czworok�tnego ma d!ugo�� 6 cm i tworzy z kraw�dzi� boczn� k�t  
o mierze 30°.  Oblicz obj�to�� tego ostros!upa. 

320. Ka�da �ciana ostros!upa prawid!owego czworok�tnego ma pole 8. Oblicz obj�to�� tego ostros!upa. 

321. Podstaw� ostros!upa prawid!owego jest kwadrat o boku 3 2 .  Obj�to�� tego ostros!upa jest równa 18. 

a)  Znajd� miar� k�ta, jaki tworzy kraw�d� boczna z p!aszczyzn� podstawy ostros!upa. 

b)  Oblicz kosinus k�ta, jaki tworzy �ciana boczna z p!aszczyzn� podstawy ostros!upa. 

322. (0 −−−− 5)  Dany jest ostros!up prawid!owy czworok�tny ABCDS, którego 

kraw�d� boczna ma d!ugo�� 6 (zobacz rysunek). 
ciana boczna tego ostro-

s!upa jest nachylona do p!aszczyzny podstawy pod k�tem, którego tangens 

jest równy .7  Oblicz obj�to�� tego ostros!upa. 

CKE, matura − poziom podstawowy (I. termin), czerwiec 2020

323. R W ostros!upie prawid!owym czworok�tnym przeciwleg!e kraw�dzie 

boczne s� prostopad!e, a wysoko�� �ciany bocznej poprowadzona  

z wierzcho!ka ostros!upa ma d!ugo�� .33  Oblicz obj�to�� i pole 

powierzchni bocznej tego ostros!upa. 

A B 

CD 

S 

6 

βγ

α

H

B C

D 

F G 

h 

A 

α

E H 

3 3 



8.  ODPOWIEDZI, WSKAZÓWKI, ROZWI�ZANIA

ODPOWIEDZI, WSKAZÓWKI I ROZWI�ZANIA DO ZADA� WPROWADZAJ�CYCH

PLANIMETRIA

1.1   |∠BAC| = 40°,   |∠ABC| = 20°,   |∠ACB| = 120°. 

Rozwi�zanie.  α − miara k�ta BAC.      Wiemy, �e |∠ABC| = α − 20° i  |∠ACB| = 3α .  

Suma k�tów trójk�ta jest równa 180°, wi�c α  + α  − 20° + 3α = 180°.  St�d α = 40°,  za�  |∠ABC| = 20°,  |∠ACB| = 120°. 

1.2   50o, 60o, 70o. 

Rozwi�zanie.  W trójk�cie ABL:    40° + |∠ABL| + 90° = 180°,  wi�c  |∠ABL| = 50°. 

W trójk�cie KAB:    |∠KAB| + 20° + 90° = 180°,  wi�c |∠KAB| = 70°. 

W trójk�cie ABC:    70° + 50° + |∠ACB| = 180°,  wi�c |∠ACB| = 60°. 

1.3   50°,  60°,  70°. 

Rozwi�zanie. α, β, γ − k�ty trójk�ta KLC (zobacz rysunek) 

α + 110° = 180°,  wi�c α = 70°.   β + 130° = 180°,  wi�c β = 50°. 

α + β + γ = 180°,  wi�c γ = 60°. 

K�ty BAC i LKC s� k�tami odpowiadaj�cymi, wi�c |∠BAC| = |∠LKC| = α = 70°. 

K�ty ABC i KLC s� k�tami odpowiadaj�cymi, wi�c |∠ABC| = |∠KLC| = β = 50°. 

1.4  120°,  35°, 25°. 

Rozwi�zanie.  K�ty APB i CPD  s� k�tami w i e r z c h o ! k o w y m i , wi�c |∠CPD| =  |∠APB| = 120°. 

K�ty BAP i PCD  s� k�tami n a p r z e m i a n l e g ! y m i , wi�c |∠PCD| =  |∠BAP| = 35°.   |∠PDC| = 180° − (120° + 35°) = 25°. 

1.5  a)  Tak;   b)  nie;  c)  nie;  d)  tak.

1.6  a ∈ (1, 5).

Rozwi�zanie.  Je�eli a  jest najwi�ksz� d!ugo�ci� spo�ród 2, 3, a, czyli a ≥ 3, to musi zachodzi� nierówno�� a < 2 + 3. Zatem a ∈ [3, 5). 

Je�eli najwi�ksz� d!ugo�ci� spo�ród 2, 3, a  jest odcinek o d!ugo�ci 3, to wtedy a ≤ 3  i  3 < 2 + a.  Zatem a ∈ (1, 3]. 

Trójk�t mo�emy zbudowa� wtedy, gdy a ∈ [3, 5)  lub  a ∈ (1, 3], czyli wtedy, gdy a ∈ (1, 5).

1.7  a 7 .  

Rozwi�zanie. a − d!ugo�� jednej przyprostok�tnej,   5a − d!ugo�� przeciwprostok�tnej,   b − d!ugo�� drugiej przyprostok�tnej,    

s − d!ugo�� �rodkowej poprowadzonej do d!u�szej przyprostok�tnej. 

Z tw. Pitagorasa dla trójk�ta ABC mamy a2 + b2 = (5a)2.  

St�d b2 = 25a2 − a2 = 24a2, wi�c b = .626424 2 aaa =⋅=

|AP| = 0,5b = .6a  Z tw. Pitagorasa dla trójk�ta APC mamy  

s2 = a2 + .)6( 2a   St�d otrzymujemy s = .7a

1.8   10, .854  

Rozwi�zanie.  Z tw. Pitagorasa dla trójk�ta KSC  82 + y2 = 172, st�d y = 15. 

Punkt S jest �rodkiem boku AB, wi�c x = 21 − y = 6. 

Z tw. Pitagorasa dla trójk�ta AKC obliczmy a = 10.   

Z tw. Pitagorasa dla trójk�ta KBC obliczmy b = .854  

1.9   |AB| = 10,  |AC| = 4 13.

Rozwi�zanie.  Z tw. o �rodkowych trójk�ta:  |AS| = ,6||
3
2 =⋅ AL  |BS| = ,8||

3
2 =⋅ BK   |SK| = .4||

3
1 =⋅ BK   

Z tw. Pitagorasa dla trójk�ta ABS:  |AB|2 = 62 + 82.   St�d |AB| = 10. 

Z tw. Pitagorasa dla trójk�ta ASK:  |AK|2 = 62 + 42.  St�d |AK| = .132   |AC| = 2 ⋅ |AK| = .134  

b

a
5a

s

A
P

B

C

A B

C

Sx y

42 

17 8 
a b

K 

12 9 

A B 

C 

K L 
S 

A B

C

K L

130°110° α β

γ
20°40°

A B

C

K

L
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245.   30o, 60o, 90o. 

Wskazówka.  Poprowad� wysoko�� trójk�ta z wierzcho!ka C, a nast�pnie oblicz tangens k�ta BAC i tangens k�ta ABC.

246.   (5, −3)  i  (2, 3). 

247.   C = (−2, 5). 

Wskazówka.  Prosta BC jest prostopad!a do prostej AD,  prosta AC jest prostopad!a do prostej BD. 

248.   5x − 3y = 0  lub  x − 4 = 0. 

249.   C = (0, 27),   109 + 50. 

Wskazówki.  �.  C = (0, c).     ��.  D!ugo�ci odcinków AC i BC  s� równe. 

250.  

Rozwi�zanie.  Szkic rozwi�zania. 

CS − wysoko�� trójk�ta ABC 

Znajdujemy równanie prostej CS:  y = .3
2
1

2
1 +− x

Wyznaczany wspó!rz�dne punktu S:  S = (3, 2). 

Obliczamy d!ugo�� wysoko�ci CS:  |CS | = .52  

Punkty A, B nale�� do prostej y = 2x − 4, wi�c ich wspó!rz�dne mo�na zapisa� w postaci (x, 2x − 4). 

|AB | = |CS |, wi�c |AS | = |SB | = .5  Zatem .5)242()3( 22 =−−+− xx

Rozwi�zaniami równania (x − 3)
2 + (2x − 6)

2 = 5 s� liczby 2 i  4. 

Je�li x = 2, to y = 0, a je�li x = 4, to y = 4, wi�c ko�ce podstawy maj� wspó!rz�dne:  (2, 0) i  (4, 4). 

251.  .)()(
5
92

5
12

5
7 =++− yx

252.   x − 2y + 4 = 0. 

Wskazówka.  Wykonaj rysunek. Poprowad� prost� równoleg!� do boku AB przechodz�c� przez punkt P. 

253.  (0, 5),  (2, 1). 

Rozwi�zanie.  Wierzcho!ki B i C  nale�� do prostej o równaniu y = −2x + 5,  wi�c s� to punkty o wspó!rz�d-

nych (x, −2x + 5).  Odleg!o�� punktów B i C  od punktu S  jest równa d!ugo�ci promienia okr�gu opisanego na 

trójk�cie ABC,  wi�c jest równa SA. 

SA= .1019)21()]1(4[ 22 =+=−+−−−

SB=SC= .10105)32()1(]2)52[()]1([ 22222 +−=+−++=−+−+−− xxxxxx     

Równo�� 1010105 2 =+− xx  sprowadzamy do postaci 5x2 − 10x = 0. St�d x = 0  lub  x = 2. 

Zatem pozosta!e wierzcho!ki trójk�ta maj� wspó!rz�dne  (0, −2 ⋅ 0 + 5)  oraz   (2, −2 ⋅ 2 + 5),  czyli (0, 5) oraz (2, 1). 

254.   C = (0, 3) lub C = (12, 15). 

Rozwi�zanie.  Pole trójk�ta ABC: P = 0,5⋅AB⋅ d, gdzie d jest odleg!o�ci� punktu C od prostej AB. 

D!ugo�� odcinka AB jest równa .52    Równanie prostej AB:  2x − y − 3 = 0.   

Punkt C nale�y do prostej k, wi�c C = (p, p + 3), gdzie p jest pewn� liczb� rzeczywist�.   

Odleg!o�� punktu C od prostej k:  d = .
5

|6|

5

|3)3(2| −−+−
=

ppp

Pole trójk�ta jest równe 6, wi�c 0,5 ⋅ =⋅
−

5

|6|
52

p
6.  St�d p = 0  lub  p = 12.  Zatem C = (0, 3) lub C = (12, 15). 

255.   y = −x + 4,  y = 1   lub   y = −x + 4,  x = 3. 

Wskazówka.  ABC − rozwa�any trójk�t.  Je�li punkt C jest wierzcho!kiem k�ta prostego trójk�ta ABC, to punkt B jest punktem wspólnym  

prostej o równaniu x − y + 1 = 0 i okr�gu o �rodku w punkcie C i promieniu d!ugo�ci AC. 

256.   ),,(
5

19
5
3 ).,(

5
17

5
9 −−

Rys. pomocniczy 
A B 

C = (−1, 4) 

S y = 2x − 4

Rys. pomocniczy 

B A = (−4, 1)

S = (−1, 2) 

C 

y = −2x + 5


