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Odpowiedzi, wskazdéwki i rozwigzania do zadan wprowadzajacych
Odpowiedzi, wskazéwki i rozwigzania do zadan maturalnych




Niniejsza ksigzka powstala po dokonaniu wnikliwej analizy tego, co w kontekscie egzaminu maturalnego z matematyki
dla ucznia i nauczyciela jest najwazniejsze, czyli wymagan szczegolowych z podstawy programowej dla liceum
ogoblnoksztatcacego i technikum oraz wymagan szczegétowych z podstawy programowej dla szkoty podstawowe;.

Zbioér zadan wydany zostal w dwoch tomach. Kazdy z rozdziatow 1. — 11. w tomie I sktada si¢ z trzech czgsci:

1.

CZESC TEORETYCZNA zawiera niektore definicje oraz wszystkie te wzory i twierdzenia, ktére moga by¢ przy-
datne przy rozwiazywaniu zadan maturalnych. Niektore definicje i twierdzenia zostaly opatrzone przyktadami.

ZADANIA WPROWADZAJACE to seria starannie dobranych prostych rachunkowo zadan, odnoszacych si¢ do
poszczegolnych wymagan szczegotowych z podstawy programowe;.

Analiza tych zadan da uczniowi pewno$¢, Ze nie pominal w przygotowaniach do matury zZadnego zagad-
nienia, ktore moze pojawic si¢ na egzaminie maturalnym.

Aby utatwi¢ maturzyscie samodzielne przygotowanie do egzaminu, do wigkszosci zadan wprowadzajqcych
podano rozwiazania lub wskazowki.

Powazne podej$cie do zadan z tej czesci rozdzialu jest podstawa, a zarazem gwarancjg sukcesu na egza-
minie maturalnym.

ZADANIA MATURALNE to zadania otwarte o zréznicowanej skali trudno$ci. Zadania otwarte to forma zadan,
ktdérej maturzysta powinien poswigci¢ najwigcej uwagi. Przyktady innych zadan zamieszczono w rozdziale 12.
Aby utatwi¢ korzystanie ze zbioru, ta czg$¢ rozdziatu zostata podzielona na podrozdziaty i sekcje.

Cechg charakterystyczng zbioru jest taki uklad zadan, ktéry od ucznia rozwiazujacego zadania z danego
dzialu, nie wymaga znajomosci zagadnien z dzialow nastepnych. Jest to duze udogodnienie, szczegélnie dla
tych maturzystéw, ktorzy maja powazne braki w wymaganej wiedzy.

Mamy nadziejg, ze pozycja ta zainteresuje rowniez tych uczniow klas niematuralnych, ktérzy juz mysla o egzaminie
maturalnym z matematyki.

Tom II ksigzki sktada si¢ z rozdziatow:

1. Planimetria 2. Geometria analityczna
3. Stereometria 4. Pochodna funkcji
5. Zadania optymalizacyjne 6. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka

7. Poziom podstawowy - dodatek 8. Odpowiedzi, wskazowki i rozwiqzania



PRZYJETE W KSIAZCE OZNACZENIA

Oznaczenia w czeSci teoretycznej:
= — wiedza teoretyczna obowiazujaca na obu poziomach

= — wiedza teoretyczna obowiazujaca tylko na poziomie rozszerzonym

Oznaczenia szczegélowych wymagan egzaminacyjnych:

(P) — wymaganie szczegolowe zawarte w podstawie programowej dla szkoty podstawowe;j

(A) — wymaganie szczegotowe dodane przez autora

wymaganie szczegolowe bez oznaczen — wymaganie zawarte w podstawie programowej dla LO i technikum

Wymagania szczegotowe odnoszace si¢ do poziomu rozszerzonego wyroéznione zostaly wythuszezong czcionkg w
kolorze czerwonym.

Oznaczenia przy zadaniach:

W — do zadania podano wskazowke

R — do zadania podano rozwiazanie

* — zadanie o podwyzszonej skali trudno$ci

Zadania i podpunkty zadan przeznaczonych dla zdajacych matematyke takze na poziomie rozszerzonym wyréznione
zostaty kolorem czerwonym.

Np. 599.% R — trudne zadanie dla poziomu rozszerzonego z rozwiazaniem.

NIEKTORE SYMBOLE (OZNACZENIA) MATEMATYCZNE

Symbol (oznaczenie) Czytamy
xe A element x nalezy do zbioru 4
x¢ A element x nie nalezy do zbioru 4
A i
v lub
o wtedy i tylko wtedy, gdy
AUB suma zbiorow 4 i B
ANB cz¢$¢ wspdlna (iloczyn) zbiorow 4 i B
A—-B lub A\B roznica zbioréw 4 i B
(a; b) przedzial otwarty o koncach aib
[a; b] lub {a; b) |przedzial domknigty o koncach aib
fiAd—B funk(.:j afze .zbiom A w zbior B (czyli funkcja, ktorej dziedzing jest zbior A, a wartosci
: nalezq do zbioru B)




6. WIELOMIANY

CZESC TEORETYCZNA

ROWNOSC WIELOMIANOW

= Dwa wielomiany sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy sa tego samego stopnia i maja rowne wspotczynniki przy odpowiednich
potegach zmienne;.

RESZTA Z DZIELENIA WIELOMIANU PRZEZ DWUMIAN x—a

= Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x — a jest rOwna W(a).

PIERWIASTEK WIELOMIANU
= Liczbe a nazywamy pierwiastkiem wielomianu #(x) wtedy i tylko wtedy, gdy W(a)=0.

= Wielomian W(x) stopnia n, ktéry ma n pierwiastkow: xi, xa, ..., Xz, Np. jezeli liczby —3, 1, 7 sa pierwiastkami wielomia-
mozna zapisa¢ w postaci W(x) =a(x —x))(x—X;) - . .. - (x—x,), |nu W(x) = 5x° + bx* + cx +d, to wielomian W(x) mo-
gdzie a jest liczba. zna zapisa¢ w postaci W(x) =5(x+3)(x—1)(x—-7).

TWIERDZENIE BEZOUT
=  Wielomian W#(x) jest podzielny przez dwumian x—a wtedy i tylko wtedy, gdy liczba a jest pierwiastkiem wielomianu #(x).

CALKOWITE PIERWIASTKI WIELOMIANU O WSPOLCZYNNIKACH CALKOWITYCH
= Niech a,, a,_,, ..., a, aj, ay beda liczbami catkowitymi i a,#0.

Jesli rownanie a, " +a, X"+ ... +ax’ +aix+a=0 ma pierwiastek catkowity c, to ¢ jest dzielnikiem wyrazu wolnego ay .

ZADANIA WPROWADZAJACE
I Maturzysta I ® rozpoznaje wielomian jednej zmiennej i okresla jego stopien (A) I
6.1 Czy wyrazenie W(x) jest wielomianem? Jesli W(x) jest wielomianem, to okresl jego stopien.
a) W(x)=3x-5;  b) W(x)=+/3; c) Wx)=+x;  d) Wx)=10x""+5+1; e) W(x)=(nx+0,1);
f) Wx)=2(x—D(x-3)x-5); g) W) =x-(x+1)+x*(1-x—x°); h) W)= +x+1)".
Maturzysta ‘ ® rozpoznaje wielomiany rowne (A) ‘

6.2 Rozstrzygnij, czy wielomiany P(x) i Q(x) sa rowne
a) RP(x)=x"—4x, Ox)=x(x—2)(x+2); b) P(x)=x'+x"+1, O@)=x"+x"+1;
c) P(x)=x"+2x(x*+x-1), O(x)=3x"+2x"—2x; d) P)=x+x"—x—1, Ox)=(x+1)(x-1)~

6.3 R Znajdz wspobtczynniki b, ¢, d wiedzac, ze wielomiany W(x) =X’ +bx’+ex+d i Ox)=(x+ 2)2(x +1) saréwne.

6.4 Wyznacz parametry a, b, ¢ tak, aby wielomiany P(x) i Q(x) byly rowne
a) P(X) =20 +ax’+5x+b+c i OK)=(b-3)x"+ax’+2a+c)x+4;
b) P(x)=ax’ —4x*+5x=2 i O(x)=(x-b)(x—c).
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Maturzysta e sprawdza, czy liczba jest pierwiastkiem wielomianu (A)

6.5R Znajdz wspotezynnik a wielomianu W(x) = ax’ — 2x” — 8x — 12 wiedzac, Ze 3 jest jego pierwiastkiem.

6.6 R Liczby -2 i 1 sa pierwiastkami wielomianu W(x) =x'+x - +dx+e. Wyznacz warto$ci wspotczynnikow d i e.

o dzieli wielomian jednej zmiennej W(x) przez dwumian postaci x — a
Maturzysta e stosuje twierdzenie o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian x —a (A)
e stosuje twierdzenie Bézouta (A)

6.7 Wykonaj dzielenie wielomianu W(x) przez wielomian P(x)

a) W(x)=x"—10x+21, P(x)=x-7; b) W(x)=x"+4x"-7x—10, P(x)=x-2;
c) W(x)=2x"+4x"=Tx—10, P(x)=x+2; d) W(x)=x"—5x+4, P(x)=x+1;
e) W(x)=x"+10x+21, P(x)=2x+]1; f) W(x)=2x"+4x"—Tx—10, P(x)=-2x-3.

6.8 Nie wykonujac dzielenia, zbadaj, czy wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x), jesli
a) R W(x)= X =2+ =3+ x 42, P(x)=x-2;
b) W(x)=x"+x"-2, P(x)=x+1.

6.9 R Znajdz wspoétczynnik b wiedzac, ze wielomian W(x) = X +bx +6x+4 jest podzielny przez dwumian x+2.

6.10 R Znajdz wielomian W(x), jezeli
a) W(x) jest podzielny przez dwumian P(x)=x—1, a wynikiem dzielenia W(x) przez P(x) jest wielomian
O(x)=2x"+3x +1.
b) w wyniku dzielenia wielomianu W(x) przez wielomian P(x) =3x+5 otrzymujemy iloraz Q(x) = X +2x
iresztg R(x)=3.

6.11 R Nie wykonujac dzielenia, wyznacz reszte z dzielenia wielomianu W(x) przez wielomian P(x), jesli
a) Wx)=x"+2x"+3x+4 i P(x)=x—-1;
b) W(x)=x"+3x"+3x+4 i P(x)=x+3.

6.12  Znajdz wspoétczynnik ¢ wiedzac, ze reszta z dzielenia wielomianu W(x) = At e’ +7x+5 przez wielomian
P(x)=x+1 jest rowna 5?

Maturzysta o znajduje pierwiastki calkowite wielomianu o wspélczynnikach calkowitych

6.13 R Wielomian W(x) = 2x* + bx’ + cx’ + dx + 5, gdzie b, ¢, d sa liczbami catkowitymi, ma dwa rozne pierwiastki,
ktore sa liczbami catkowitymi ujemnymi. Podaj te pierwiastki.

6.14  Znajdz wszystkie pierwiastki catkowite wielomianu W(x) =x* - x’ = x* —x —2.
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ZADANIA MATURALNE
DZIALANIA NA WIELOMIANACH. PIERWIASTEK WIELOMIANU
297. Wielomian W(x) jest suma wielomianow
P(x)=x"—x -3x*+ 2" = 5x+3 i O(x) = —=x*+3x" +5x* —2x° = 3x— 11.
a) Okresl stopien wielomianow P(x) i W(x).
b) R Znajdz wszystkie wymierne pierwiastki wielomianu W(x).
298.R Dany jest wiclomian #(x) = x*+ 10x’ - 90x - 81.
a) Rozt6z wielomian W(x) na czynniki liniowe.
b) Uzasadnij, ze dla liczb wigkszych od ® wiclomian #(x) przyjmuje dodatnie wartosci.
299. W Rozl6z na czynniki liniowe wielomian W(x)=(x*+4x—1)*— 16 i podaj jego pierwiastki.
300. R Jednym z pierwiastkow wielomianu W(x) =x’ —bx* =3x+c jest 3. Znajdz pozostale pierwiastki wielomianu
W(x) wiedzac, ze W(-2)=-5.
301.R Jednym z rozwiazan rownania x*+ 11x” +dx +30=>5x" jest 3. Znajdz pozostale rozwiazania tego rownania.
302. R Wyznacz wspotczynniki wielomianu P(x)=ax+b wiedzac, ze iloczyn wielomianow P(x) i Q(x)=x"—2x+2
jest wielomianem W(x) = 3x’ — 2x* — 2x + 8.
303. (0-2) Wynikiem dzielenia wielomianu 5x° — 7x* — 4x — 4 przez dwumian x — 2 jest trojmian kwadratowy
postaci ax” + bx + ¢. Wyznacz wartoéci wspotezynnikow a, b oraz c.
CKE, matura — poziom rozszerzony, czerwiec 2021
304.  Przedstaw wielomian W(x) = x* — 2x* —=3x* + 4x — 1 w postaci iloczynu dwéch wielomianéw stopnia dru-
giego o wspotczynnikach catkowitych i takich, ze wspolczynniki przy drugich potggach sa roéwne jeden.
CKE, matura —poziom rozszerzony, maj 2007
305.  Tréjmian T(x) jest wynikiem dzielenia wiclomianu W(x) = 2x’ —2x* — 5x+2 przez dwumian x—2. Zapisz
T(x) jako iloczyn dwoch wielomianéw pierwszego stopnia.
306.  Znajdz wszystkie wielomiany postaci x—b, przez ktore podzielny jest wielomian W(x) = 9x° — 9x* —4x + 4.
307. Wielomian W(x)= ax’+bx*—9x— 10 jest podzielny przez dwumian x—2 i przez dwumian x+ 1.
a) Znajdz wspolczynniki a i b.
b) Oblicz odwrotnos¢ sumy kwadratow wszystkich pierwiastkoéw wielomianu W(x).
308.R Wszystkie wspotczynniki wielomianu W(x) =x* — 3x* + ax + b sa liczbami catkowitymi. Znajdz wspot-

czynniki a i b wiedzac, ze wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x —5.
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309.R

310.R

311.

312. w

313.

314.

315.

316.R

317.

318.R

319.R

Wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x —p i przez dwumian x —¢g. Wynikiem dzielenia W(x)
przez x —p jest wielomian P(x) = —x" + 10x — 16, a dzielac W(x) przez x — ¢ otrzymamy wielomian
O(x) =—x*+52x—100. Oblicz W(49).

Dzielac wielomian W(x) przez dwumian x —2009 otrzymamy iloraz Q(x) =x’ — 2010x* +2000 i reszte
R(x) =2000. Wyznacz resztg z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x — 2010.

(0 —4) Reszta z dzielenia wielomianu W(x) = 4x> — 6x> — (5m + 1)x — 2m przez dwumian x + 2 jest row-

na —30. Oblicz m i dla wyznaczonej wartosci m rozwiaz nieréwnos¢ W(x) = 0.
CKE, matura — poziom rozszerzony, maj 2022

Wielomian trzeciego stopnia #(x) jest podzielny przez kazdy z dwumianow x— 11, x— 13, x— 15, a reszta
z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x— 10 jest rowna 60. Oblicz #(14).

(0—5) Reszta z dzielenia wielomianu W(x) = 6x°+ (m +4)x* —2x — 1 przez dwumian x —m jest rbwna 8.
Oblicz warto§¢ m oraz pierwiastki tego wielomianu.
CKE, matura — poziom rozszerzony, czerwiec 2014

(0 — 6) Wielomian okrelony wzorem W(x)=2x"+ (m’ +2)x* — 11x —2(2m + 1) jest podzielny przez
dwumian x — 2 oraz przy dzieleniu przez dwumian x + 1 daje reszt¢ 6. Oblicz m i dla wyznaczonej war-
tosci m rozwiaz nierdownos$¢ W(x) < 0.

CKE, matura —poziom rozszerzony, maj 2019

2025 2026

Dany jest wiclomian W(x) = (x* + 8x + 15)° + (x* + 6x + 5)*".
a) Sprawdz, czy wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x) =x + 5.

b) Uzasadnij, ze reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x + 2 jest rowna 4 - 32073,

Wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x + 1, a wynikiem dzielenia W(x) przez x+ 1 jest wielomian
O(x). Natomiast dzielac wiclomian W(x) przez dwumian x — 2 otrzymujemy iloraz O(x) + 6x — 3 i resztg 3.
Wyznacz wielomian W(x).

CALKOWITE PIERWIASTKI WIELOMIANU O WSPOLCZYNNIKACH CALKOWITYCH

Wielomian W(x) = x* + 4x’ + x> + dx + 1, gdzie ¢, d € Z, ma dwa rozne pierwiastki catkowite. Znajdz
niewymierne pierwiastki tego wielomianu.

Liczby pierwsze p i ¢ (p # q) sa pierwiastkami wielomianu W(x) = 2x° + bx* + cx — 10, gdzie b, ¢ sa
liczbami catkowitymi. Zapisz wielomian W(x) jako iloczyn trzech wielomianéw stopnia pierwszego.

Dany jest wielomian W(x) =x’ + 4x + p, gdzie p jest liczba pierwsza. Znajdz p wiedzac, ze W(x) ma
pierwiastek catkowity.
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9.13 W Rozstrzygnij, czy funkcje /i g sa rowne.
a) f()=logs(x—2)+log; (x~3) i g(x)=logs[(x—2)(x-3)];
b) f(x)=log (r—2)~log (r~3) i g(x)=log>—3: ©) f(x)=log (r~2)~log(3-x) i g(x)=log 3~

d) f(x)=logx i g(x)=2logx; e) f(x)=logx” i g(x)=2log|x|.

9.14 R Przeksztalcajac wykres funkcji f(x) = log,x, naszkicuj wykres funkcji
a) g(x) =log,(—x); b) h(x)=log>(2-x); c) k(x) =10gz%;

ZADANIA MATURALNE
LOGARYTM

413.R Ktora z liczb log7 747, logs,8, log 33\/5 jest najmniejsza, a ktora najwigksza?
414.R O ile procent liczba log 8 jest mniejsza od liczby log®4 +1log25 - log 4?
415. O ile procent liczba 223 +log, 7 jest wieksza od liczby 43+19

416. R Rozstrzygnij, ktore z liczb a=1log, J5- log,s8, b=log2-log50+ log®5, c=(log;36)*—logs16-log; 18
sa liczbami catkowitymi.

log, 36-log; 36 log? 4 + log3 25

417. Uzasadnij, ze liczb =log;2-log7+1log50, b= , c=
? ! y a=iogr=rog & log, 36 +10g;36° < 4(log22 — log2-logs + log? 5)

sg rowne.
418. R Znajdz wszystkie liczby rzeczywiste a spetniajace rownos¢ log | _o,(a +7) =2.
419.  Oblicz warto$¢ wyrazenia log, Jab wiedzac, ze log, b=5, gdzie a, b sa liczbami dodatnimiia# 1.
420.  Oblicz warto$¢ wyrazenia logab wiedzac, ze log 10a=2010 i log% =1020.
421.  Oblicz log % wiedzac, ze log, b=+2. gdzie a, b sg liczbami dodatnimi i a# 1.

422.  Oblicz log gpep wiedzac, ze log,p=2, logpp=3, logcp=6 1 abc # 1.



88 TRYGONOMETRIA

478. R Udowodnij, ze jezeli o jest katem ostrym, to - ﬂ =tgao.
cos l+sina

- —qin2
479.  Doprowadz do najprostszej postaci wyrazenie ‘/11+ CO:;“ 41 + 1. ST [1—cos e, gdzie 0°< ar<90°.
co sinor

Egzamin wstepny do szkél srednich w woj. zamojskim w roku 1992

480.R Kat « jest katem ostrym, jaki tworzy prosta o rOwnaniu y = 2x+5 z osig OX. Oblicz warto$¢ wyrazenia
sina(cosa + sin@)

cos’

481. R Sinus kata ostrego « jest rowny 0,3v11. Oblicz warto$é wyrazenia log(sina+ cosa) — log(1 + tge).

482. Wiedzac, ze sin(6n+ @) >0 i cos(n+ ) =%, oblicz tger.

483.R Twierdzenie. Dlakazdej liczby rzeczywistej o zachodzi rownosé¢ sin3a = 3sina—4sin’ e
Wykorzystujac podane twierdzenie, wykaz, ze liczba sin10° jest pierwiastkiem wielomianu W{(x)= 8¢ —6x+1.

484. (0-2) Kat ¢ jest ostry i zachodzi rownos¢ sine + cosar = g Oblicz warto$¢ wyrazenia (sina — cosa)z.

CKE, matura — poziom podstawowy, czerwiec 2017

485. (0-5) Kat orjest taki, ze cosar+ sina=%. Oblicz warto$¢ wyrazenia | cosa—sine|.

CKE, matura —poziom rozszerzony, czerwiec 2012

486. Sprawdz, czy rdéwnosé ::zzi = cos2x jest tozsamo$cia trygonometryczna.

487. (0-3) Wykaz, ze dla dowolnego kata o prawdziwa jest tozsamos$¢ sin*a+ cos’or = w.
CKE, matura —poziom rozszerzony, czerwiec 2013

488.  Uzasadnij, ze warto$¢ wyrazenia cos2a+ 8 sinzéa -cosz%a nie zalezy od wartos$ci zmiennej «.

489.  (0-3) Wykaz, ze dla kazdego kata & prawdziwa jest rownos¢: 4(sin®a+cos®a) = 1 +3cos2ar.

CKE, , Informator o egzaminie maturalnym z matematyki od roku szkolnego 2014/2015”

1-2sin*e _1-tgar
l+sin2a  1+tga’
Egzamin wstgpny na Politechnike Wroctawskaq (Wydzial Lqcznosci) w roku 1959

490. Udowodni¢ tozsamos$é




12.

694.

695.

696.

697.

698.

699.

POZIOM PODSTAWOWY - DODATEK

WYRAZENIA ALGEBRAICZNE. ROWNANIA | NIEROWNOSCI ALGEBRAICZNE

x2+y?

Dodatnie liczby x i y spelniaja warunek 2x = 3y. Wynika stad, ze warto$¢ wyrazenia ¥ jest rowna
2 13 6 3
A. 3 B. 3 C. 13 D. 5

CKE, matura —poziom podstawowy, maj 2022

Dane jest rownanie x'®+ 5x"> + x> + 6x + 5=0.
Ocen prawdziwo$¢ ponizszych zdan. Zaznacz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

1. | Nie istnieje liczba dodatnia, ktora jest pierwiastkiem danego rownania. P | F

2. | Liczba =5 jest rozwiazaniem danego rownania. P | F

Warto$¢ wyrazenia X —6x+9 dla x=y3+3 jest rowna
Al B. 3 C.1+23 D. 1-2/3

CKE, matura — poziom podstawowy, czerwiec 2020

Liczby p=3 - 2V2 i q=3+ 242 sa rozwiazaniami réwnania x* — 6x” + 6x> — 30x + 5 =0.
Ocen prawdziwos$¢ ponizszych zdan. Zaznacz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

1. p4—6p3+6p2—30p+5=0. P | F
2. q4—6q3+6q2—30q+5>0. P | F
LICZBY RZECZYWISTE

Dana jest liczba x =a — (\/g -2 )?, gdzie a nalezy do zbioru R liczb rzeczywistych. W rozwiazaniu za-
dania uwzglednij fakt, ze liczby V3 oraz 243 sa niewymierne.

Dokoncz zdanie. Zaznacz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich dokonczenie zdania bylo prawdziwe.
Liczba x jest wymierna dla

A.a=5 B. a=—\3+42 C.a=(ﬁ—ﬁ)2+0,3 D.a=6

E. a=-2J6+12,5 F. a=(2-V3)*-26 G.a=—+6

CKE, Informator o egzaminie maturalnym z matematyki (poziom podstawowy) od roku szkolnego 2022/2023

Dokoncz zdanie. Zaznacz odpowiedz A albo B oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.
Dla dowolnej liczby naturalnej n liczba (n 4+ 2025)(n 4+ 2026)(n + 2027) jest podzielna

1. | jest liczba podzielna przez 4.
A. | przez 4, . . — : —
poniewaz wsrdd liczb ) jest liczba podzielna przez 2 i jest liczba
n+2025, n+2026, n+2027 * | podzielna przez 3.
B. | przez 6, . . .
3. | jest liczba podzielna przez 6.
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111 a) W(x)=(x—1)*(x+4); b) (x+2)3x*+3x+1).

Rozwigzanie. a) Jesli wielomian W(x) ma pierwiastek wymierny, to na mocy tw. o wymiernych pierwiastkach wielomianu o wspotczynnikach
calkowitych, jest to liczba calkowita (bo wspotczynnik przy x° jest rowny 1) i jest to dzielnik liczby 4. Szukamy wiec pierwiastkéw wielomianu
wirdd liezb 1, -1, 2, 2. W(1)=0, zatem na mocy tw. Bézout W(x) jest podzielny przez dwumian x— 1. Wynikiem dzielenia #(x) przez x—1 jest
wielomian Q(x)=x*+3x—4, wiec W(x)=(x—1)(x*+3x—4). Pierwiastkami wielomianu Q(x) sa liczby —4 i 1, wigc W(x)=(x—1)(x+4)(x—1).

112 a)Gi+e);  b) (=232 ©) (5 5 A (—2)Uldi+e0); @) (—oi6); R (=53l g) (e +o);
h) nie istniejq liczby spelniajace podane warunki.

113 a)me (—=;0,8]; b)me (0,2;0,6); ¢)me[0,6;3].
Rozwigzanie. b) 5m—2¢e (-1; 1),jesli 5m—-2>-1 1 5m—2<1. Stad otrzymujemy m>0,2 i m<0,6, czyli m € (0,2; 0,6).

114 2a){0,1,2,3,4,5,6}; b)(1;6]; c)R; d)Z 115 a) {2,4}; b)[2;5); ¢ {2} d)[-2;-DU1;2];  e) (3;+eo).
1.16 a)A\B={1,3,5},B\A=1{0,6}; b)A\B=(1;2), B\A=[5;6]; c)A\B=(—oc;2), B\A=(2;+e0); d)A\B=(—o0; 11U {4}, B\A=D.

117 a)x=-1; b)x=7; c¢)y=7; d)yx= «/g; e) rOwnanie nie ma rozwiazan; f) rozwiazaniem rownania jest kazda liczba rzeczywista.

Rozwiazanie. b) Mnozac obie strony rownania przez 2, otrzymujemy rownanie 2x — (x—3)=4x— 18. Stad mamy —3x=—15 i ostatecznie x=5.

d) xﬁ -x=3 —«/5 , wylaczamy x przed nawias x(\/g -1)=3- \/g , dzielac obie strony rownania przez «/5 —1, otrzymujemy

3=
V3 -1 N

4x+4=4x+4 i widzimy, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x lewa strona réwnania jest rowna prawe;j.

= \E . f) Po wymnozeniu, otrzymujemy 4x +4 =x"+4x—x’+4. Po redukcji wyrazenia x°, otrzymujemy réwno$é

1.18 a)xe (3;+x); b)xe (—oo;5); c)nierdwnosé¢ spelnia kazda liczba rzeczywista; d) xe (2«/§+«/g; +o0).
Rozwigzanie. d) xﬁ -2x< —2x/§ , wylaczamy x przed nawias: x(«/? -2)< —2«/5 , dzielimy obie strony nieréwnosci przez «/5 -2

243 243
J2a-2’ J2-2

liczbg

(«/5 — 2 jest liczba ujemna, wigc zmieniamy znak nierownosci): x> zapiszemy w nieco prostszej postaci:

23 J2+2_ 23eed2) =32++2). Zatem x>2y3 + /6.
J2-2 242 -2

119 a)x=-6vx=5 b)x=-3vx=3; c)m:—«/z vm:\/z; d) rbwnanie nie ma rozwiazan; e)a=0va=8; flx=2vx=5;

g) x=-0,5; hyx=—4vx=2 i) k=—05vk=1; Dx=1-v3 vx=1+43.
Rozwigzanie. a) x—5=0 lub x+6=0, stad x=5 lub x=-6; d) x’>+4>0 dla kazdej liczby x € R (bo x*>0), wiec réwnanie nie ma
rozwiazaf;  e) a*—8a=0, a(a—8)=0,stad a=0 lub a=8§; f) x(x—2)—5(x—-2)=0, czynnik x — 2 wylaczamy przed nawias:

(x—=2)(x—-5)=0, stad x=2 lub x=5;

g) 12x*+12x+3=01:3, 4x*+4x+1=0, korzystajac ze wzoru na kwadrat sumy, otrzymujemy (2x+1)*=0. Zatem 2x+1=0, stad x=—0,5;
2-6 -2+6

h) x'+2¢-8=0, A=2"-4-1-(-8)=36, YA =6, xi="—" =4 x,= =2;
. _ _ _1—3__l _1+3
) 28 -k=1=0, A=9, ===~ hk=—>>=1

i) —2x—2=0, A=12, JA = 243, xl:#:z(l%ﬁ)zl_ﬁ xzzz(l+‘/§)=1+\/§.

120 a)xe (-12)Udi+=);  b)xe [-5:6] )y (-6:6):  d)xe (oo —2v2) U(242; +e0); . .
e)xe R\{0}; f) meR; g xe[0;7]; h)xe (=4-1); i)xe (=03 1]U[4;+oo); N x
j)xe (3—\/6;3+\/E); k) ke R; 1)p=-3; m)xeR; n)xe R\{\/g}. Rys. pomocniczy 1

Rozwigzanie.

a) Znajdujemy pierwiastki wielomianu (x—2)(x—4): x—2=0 lub x—4=0, stad x=2 lub /\

x=4. Rysujemy ,,uproszczony wykres” funkcji f(x)=(x—2)(x—4). =/ + NS

Uwaga. Gdybysmy sprowadzili wzér funkcji f do postaci ogélnej, czyli f(x)=x*—6x+8, to - -7
widzimy, ze wspblczynnik przy x* jest dodatni. Zatem ramiona paraboli, ktora jest wykre-

sem funkcji f, sq skierowane do gory.

Odczytujemy z wykresu te x, dla ktorych f(x)>0: x & (—o0; 2) U (4; +o0). Rys. pomocniczy 2

b) Pierwiastki wielomianu (x+5)(6 —x): x;==5, x,=6. Korzystajac z ,,uproszczonego
wykresu” funkcji f(x)=(x+5)(6—x), odczytujemy rozwigzania nier6wnosci:

xe[-5;6].

k) Trojmian & —2k+3 nie ma pierwiastkow (A < 0). Korzystajac z ,,uproszczonego wykre-
su” funkcji f(k)=k —2k+3 widzimy, ze dla kazdej liczby rzeczywistej k zachodzi nierow-
nos¢ k' —2k+3>0.

Rys. pomocniczy 3
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178. a)F=2C+32 b)37.8°C; ¢)225°F;  d)—40°C.

Wskazowka. Zalezno$¢ migdzy temperatura /' wyrazona w stopniach Fahrenheita, a temperatura C wyrazona w stopniach Celsjusza jest zalez-
noscig liniowa, wigc F=aC+b oraz C=cF+d, gdzie a, b, ¢, d sa pewnymi liczbami rzeczywistymi.

FUNKCJA KWADRATOWA

179. a)xe[-3;2]; b)f jestrosnaca w przedziale (—eo; —0,5], f jest malejaca w przedziale [-0,5; +<o).

Wskazéwki. Ramiona paraboli, ktora jest wykresem funkcji f, sa skierowane do dotu.

a) Wzor funkcji f podany jest w postaci iloczynowej, wigc znamy miejsca zerowe funkcji.

b) Pierwsza wspotrzgdna wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji £ jest rOwna $redniej arytmetycznej miejsc zerowych funkeji f.

180. a)4,5,...,9; b)f(x)=(x—m)(x—3m); c)najmniejsza warto$¢: —m’, najwigksza: 8m’.

181. a) Zbiodr wartosci: (—eo; —2]; b) funkcja g jest rosnaca w przedziale (—oo; 8], a malejaca w przedziale [8; +e0); ¢) g(x) = —2(x — 8)* — 2.
Rozwigzanie. a) Zbiorem wartosci funkcji f jest przedziat (—eo; 0]. Wykres funkcji f przesunigto o 2 jednostki do dotu, wige zbiorem wartosci
funkcji g jest (—eo; —2].  b) Funkcja " jest rosnaca w przedziale (—eo; 0] i malejaca w przedziale [0; 4+o0). Wykres funkeji f przesunigto o 8 jed-
nostek w prawo, wige funkcja g jest rosnaca w przedziale (—eo; 8] i malejaca w przedziale [8; +eo).

¢) g(x)=f(x—8)—2, zatem g(x)=—2(x—8)*—2.

182. v=[-1,-12].

Rozwiazanie. Je$li wykres funkcji g(x) = ax® + bx + ¢ jest obrazem wykresu funkcji f(x)=3x> w przesunieciu o wektor v, to a=3. Zapisujemy
wzor funkeji g w postaci iloczynowej: g(x) = 3(x +3)(x — 1), a nastepnie w postaci kanonicznej: g(x) =3(x+ 1)*— 12. Wspolrzedne wektora v
odczytujemy z postaci kanonicznej wzoru funkeji g: v =[-1, -12].

183. a)x=3; b) x € [0; 2] U [4; 6]. 184. a)—21i13; b)xe (-7;+)\{3}; c) f(123456)=123453"

185. a)a>0; b)b<0; ¢)c>0; d)d>—bc>0; e)b*—ac>0.

Rozwigzanie. a) Ramiona paraboli, ktéra jest wykresem funkcji £, skierowane sa do gory, wige a > 0; b) xp= —% >0 1 a>0, wige b<0;
c) f(0)=c>0; d) be<0 (bo b<0 i ¢>0), wiec a*—be>0; e) A>0 (bo funkcja f ma dwa miejsca zerowe) iac>0 (boa>0 i ¢>0),
wiec b*—ac>b*—4ac=A>0. )
4
186. -3. y
1 / \/\ 5
187. a)-2i4; b)Rys. 1/5M; c)(—4;0). R Voeooes 4
i /
188. Rys. 2/5M; Dla m e (—oo; —4) — brak rozwigzan, dla m=—4 — jedno rozwiazanie, ! 2
dla me (—4; 4) U (5; +e0) — dwa rozwigzania, —4 2 -1 1 x
dla me {4, 5} — trzy rozwiazania, dla m € (4; 5) — cztery rozwiazania. Rys. 1/5M
Wskazowki. 1. f(x)=x"—2x—4 dlax e (—o0; 2] U[2; o), f(x)=—x*—2x+4 dlaxe (-2; 2). .
1. Liczbg rozwigzan rownania f(x)=m okresl, korzystajac z wykresu funkcji f. Y B

189. a) £(0)=3, f(2)=1, f(#)=3; b) [0,75;3]; c) Rys. 3/5M.

190. Miejscem zerowym jest kazda liczba x e (-2; —«/g) V] (ﬁ; 2). -2 1 g 3 j; x
Rozwigzanie. [a]=0 wtedy i tylko wtedy, gdy a € [0; 1). Zatem nalezy znalez¢ te x,
dla ktorych f(x)e [0; 1), czyli te x, ktore spetniaja nierdéwnosei f(x)=01 f(x)<1.

Rys. 3/5M
Zbiorem rozwigzan nieréwnosci f(x) =0 jest zbior (—ee, -3 Jul B3; +o00), a nieréwnosci f(x) < 1 zbior (—2; 2), wige szukanymi warto$ciami x sa

xe (=2; =3 JU[3; 2).

191. a)b=7,c=10; b) (3,40) i (=10;40); c)x=-3,5.
Rozwigzanie. ¢) Osia symetrii paraboli bedacej wykresem funkcji f jest prosta prostopadia do osi OX przechodzaca przez wierzchotek tej

paraboli. Znajdujemy odcigta wierzchotka paraboli: xy= —% =-3,5. Zatem osia symetrii jest prosta o rOwnaniu x=-3,5.



